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1. Beschreibung der Unterrichtseinheit

Titel

Alter der
Schiiler*innen

Dauer der Einheit

Mathematisches
Thema
Vorwissen der
Schiiler*innen
Benotigte
Materialien

Ziele

Bemerkungen
zum Arbeiten mit
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mit Migrations-
hintergrund

Anwendung von Exponentialfunktionen

16 Jahre

1 x 50 Minuten

Nichtlineare Funktionen

Eigenschaften von Exponentialfunktionen

Interpretation von Funktionsgraphen

Arbeitsblatt ,Anwendungen von Exponentialfunktionen”
Karteikartchen ,,Wachstum und Zerfall“ (einige Stiick, laminiert)

Die Schiler*innen ...

kénnen Exponentialfunktionen in Alltagsaufgaben anwenden
kénnen ihr Wissen (iber Exponentialfunktionen festigen
kénnen mit mathematischen Modellen in Realsituationen arbeiten



Unterrichtsplanung

Vor Beginn der Unterrichtsstunde werden die Kopien der Karteikdrtchen an einigen Stellen im
Klassenzimmer verteilt. An jedem Platz sollte ein vollstandiger Satz der Karteikartchen liegen. Diese Orte
dienen als , Hilfsstationen”, an denen die Schiiler*innen Informationen nachschlagen kénnen, die ihnen bei
der Losung der Aufgaben auf dem Arbeitsblatt helfen.

Zeit Sozialform Inhalt und Anmerkung

Frontalunterricht | _. L . . . .
und Die Lehrperson motiviert die Schilerinnen und Schiiler fiir das

ca. 10 min Thema der Stunde. Wiederholung der wichtigsten

Lehrer-Sc"huIer- mathematischen Begriffe.
Gesprach

Die Schilerinnen und Schiiler 16sen die Aufgabenstellungen des
ca. 25 min Partnerarbeit Arbeitsblattes in Zweierteams. Die Lehrperson geht durch die
Klasse und hilft bei auftretenden Problemen.

ca. 15 min Lehrer-Schler- Vergleichen der Ergebnisse der Aufgaben

Gesprach




Anwendung von Exponentialfunktionen — Arbeitsblatt

Heuschrecken sind Insekten, die auf der ganzen Erde verbreitet sind.
Es gibt eine Vielzahl an verschiedenen Arten von Heuschrecken, die aber alle kraftige
Hinterbeine zum Springen haben. S , /

L =

Die Larven der Heuschrecken schliipfen zu Friihlingsbeginn, wenn es warmer wird. Sie ernahren sich von
den jungen Trieben der Pflanzen und Baume. Die Population der Heuschrecken nimmt bei fiir sie idealen
Bedingungen exponentiell zu.

Aufgabenstellung 1:

In einem abgegrenzten Bereich werden zu Beginn des Friihlings 100 Heuschrecken der Gattung A gezahlt.

Es wird davon ausgegangen, dass in den nachsten Tagen die Population um 45% pro Tag wachst. Die Zeit
seit Beginn des Friihlings wird mit t in Tagen und der Gesamtzahl der Heuschrecken mit L(t) angegeben.

a) Stelle die Entwicklung Heuschreckenpopulation in razo | -8
einer Woche graphisch dar. Notiere die berechneten
Werte jedes einzelnen Tages.
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b) Stelle die Funktionsgleichung L(t) in der Form L(t) = L, - a® auf.

c) Berechne, wann sich die Heuschreckenpopulation verachtfacht hat und kontrolliere dein Ergebnis

mit der graphischen Darstellung aus der Aufgabenstellung a). Markiere den berechneten Wert in
der Aufgabenstellung a).

Aufgabenstellung 2:
Im selben abgegrenzten Bereich zahlt man zwei Tage nach Beginn des Friihlings 20 Heuschrecken der

Gattung B. Acht Tage spater wird die Zahlung wiederholt und es werden 47 Heuschrecken gezahlt. Die Zeit

seit Beginn des Friihlings wird mit t in Tagen und der Gesamtzahl der Heuschrecken mit H(t) angegeben.
a) Stelle die Funktionsgleichung H(t) in der Form H(t) = H, - e**t auf.
b) Ermittle, um wieviel Prozent die Heuschreckenpopulation in einem Tag zunimmt.

c) Ermittle, um wieviel Prozent die Heuschreckenpopulation in einer Stunde zunimmt.



Anwendung von Exponentialfunktionen — Arbeitsblatt mit Losungen

Heuschrecken sind Insekten, die auf der ganzen Erde verbreitet sind.
Es gibt eine Vielzahl an verschiedenen Arten von Heuschrecken, die aber alle kraftige
Hinterbeine zum Springen haben.

Die Larven der Heuschrecken schliipfen zu Friihlingsbeginn, wenn es warmer wird. Sie ernahren sich von
den jungen Trieben der Pflanzen und Baume. Die Population der Heuschrecken nimmt bei fiir sie idealen
Bedingungen exponentiell zu.

Aufgabenstellung 1:

In einem abgegrenzten Bereich werden zu Beginn des Friihlings 100 Heuschrecken der Gattung A gezahlt.
Es wird davon ausgegangen, dass in den nachsten Tagen die Population um 45% pro Tag wachst. Die Zeit
seit Beginn des Friihlings wird mit t in Tagen und der Gesamtzahl der Heuschrecken mit L(t) angegeben.

a) Stelle die Entwicklung Heuschreckenpopulation 1500 |29
in einer Woche graphisch dar. Notiere die
berechneten Werte jedes einzelnen Tages.
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b) Stelle die Funktionsgleichung L(t) in der Form L(t) = L, - a® auf. L(t) =100-1,45¢

c) Berechne, wann sich die Heuschreckenpopulation verachtfacht hat und kontrolliere dein Ergebnis
mit der graphischen Darstellung aus der Aufgabenstellung a). Markiere den berechneten Wert in
der Aufgabenstellung a).

8:100 = 100-1,45° |:100
8 =1,45" |logil
log(8) =t -log(1,45) |:log (1,45)

_ log(8) ~
= fog(Las) = 5,60 Tage

Aufgabenstellung 2:

Im selben abgegrenzten Bereich zahlt man zwei Tage nach Beginn des Friihlings 20 Heuschrecken der
Gattung B. Acht Tage spater wird die Zahlung wiederholt und es werden 47 Heuschrecken gezahlt. Die Zeit
seit Beginn des Friihlings wird mit t in Tagen und der Gesamtzahl der Heuschrecken mit H(t) angegeben.

a) Stelle die Funktionsgleichung H(t) in der Form H(t) = H, - e**t auf.
b) Ermittle, um wieviel Prozent die Heuschreckenpopulation in einem Tag zunimmt.

c) Ermittle, um wieviel Prozent die Heuschreckenpopulation in einer Stunde zunimmt.

Fur zwei Tage nach Frihlingsbeginn gilt: H(2) = 20 und fiir weitere acht Tage spater gilt: H(10) = 47
H(10) =H(2)-a®>47=20-a® 2> a= s\[g =1,1127

H(2 20
H(2) = H(0) - > H(0) = "2 = =

Funktionsgleichung: H(t) = 16 -1,1127¢

= 16 Heuschrecken

a=e* 31,1127 =e* > 1=1n(1,1127) = 0,1068
Funktionsgleichung: H(t) = 16 - %1068t |&sung der Aufgabenstellung a)

Losung b): Pro Tag wéchst die Heuschreckenpopulation um 11,27% .

1
Lésungc): 1,112724 = 1,0045 Pro Stunde wachst die Heuschreckenpopulation um 0,45%.



Karteikértchen zum Laminieren und Ausschneiden:

Wachstums- und Zerfallsgesetz:

Exponentialfunktionen kdnnen eine beliebige positive Basis besitzen. In den Naturwissenschaften kommt
die Euler’sche Zahl eine besondere Bedeutung zu. Neben der Darstellung f(x) = ¢ - a* wird daher auch
oft die Darstellung f(x) =c-e

AX mit A € R verwendet.

Exponentielles Wachstum Exponentielle Abnahme/ Zerfall

beliebige Basis a

N(t) =Ngy-at mita>1,t>0 |N({t)=Ny-a® mit0<a<1,t=>0
a heillt Wachstumsfaktor a heilRt Abnahmefaktor

N({t)=Ng-e**t mitA>0,t>0 |N({#) =Ny et mitA>0,t>0

Basi
asis e A heiRt Wachstumskonstante A heilt Zerfallskonstante
A ... ,Jlambda“ griech. Kleinbuchstabe
Beispiele:
Exponentielles Wachstum Exponentielle Abnahme/ Zerfall
beliebige Basis a N(t) =20-1,23 N(t) =20-0,23¢
Basis e N(t) =20-e%4t N(t) =20-e704¢t

Wichtige Bemerkung:

Der Anfangswert wird mit Ny bezeichnet und es gilt: Ny = N(t = 0)

Um wieviel sich eine GréRe pro Zeiteinheit dndert, lasst sich aus dem Wachstums- bzw.
Abnahmegesetz nur dann ablesen, wenn es in der Form f(x) = ¢ - a* oder N(t) = N, - a*
vorliegt.

Musterbeispiel 1:

a=et gilt. Dieser Rechenansatz wir nun mit den
entsprechenden Zahlen der Angabe durchgefiihrt.

Stelle das Wachstumsgesetz N(t) = 1500 - 1,05¢ mit Hilfe der Basis e dar!

Die beiden Wachstumsgesetze lauten: a=e’ / Einsetzen vona = 1,05
N(t) = Ny-a und N(t) = N, - et 1,05 = e? /In
Durch Vergleich der beiden, erkennt man, dass In (1,05) = A1-In(e)

=1
In(1,05) =2 / Berechne In (1,05) im TR
0,049 = A

Das Wachstumsgesetz lautet nun: N(t) = 1500 - 0049t

Musterbeispiel 2:

Eine GroRe vermehrt sich nach dem Wachstumsgesetz N(t) = 490 - e
gemessen wird. Um wie viel Prozent nimmt die GroR3e jahrlich zu?

004879t "\yobei t in Jahren

Um zu bestimmen, um wieviel Prozent die GréRe jahrlich zunimmt,  a = e? / Einsetzen von e %04879
muss die Darstellungsart N(t) = N, - at verwendet werden. Nur a = e%%487% /Berechne %9487 im TR
hier kénnen Prozentangaben abgelesen werden! a = 1,05

Daher missen die beiden Wachstumsgesetze verglichen werden.

Diese lauten: N(t) = N, -at und N(t) = N, - e*??

Durch Vergleich der beiden, erkennt man, dass a = e” gilt. Dieser

Rechenansatz wir nun mit den entsprechenden Zahlen der Angabe

durchgefihrt.

Das Wachstumsgesetz lautet: N(t) =490-1,05!

Aus dem Wachstumsgesetz kann man ablesen, dass die GroRe jahrlich um 5 % steigt.




Aufstellen eines Wachstums- bzw. Zerfallsgesetzes aus zwei bekannten Werten

Musterbeispiel:
Der Holzbestand eines Waldes wurde 2005 auf 150 000 Kubikmeter geschatzt. Finf Jahre spater, im Jahre

2010, ergab die Schatzung 168 000 m3. Es wird ein exponentielles Wachstum abgenommen. Stelle ein
Wachstumsgesetz fiir den Holzbestand h mit h(t) = h, * at in Abhingigkeit von den seit 2000 vergangenen

Jahren t auf.

1.Schritt: Berechnung des Parameters a

Aus der Angabe wissen wir, dass das Jahr null das Jahr 2000 ist (hy = h(0)).

Aus der Angabe wissen wir zwei Werte:

Der Holzbestand im Jahr 2005 ist 150 000 m3® - h(5) = 150 000
Holzbestand im Jahr 2010 ist 168 000 m3 - h(10) = 168 000
Die beiden Werte fiir h(5) und h(10) sowie die Eigenschaft

f(x + h) = f(x) - a™ wird verwendet, um den Parameter a zu berechnen.
Bemerkung: Runde den Parameter a immer auf 4 Nachkommastellen, sofern

nicht anders angegeben!

2.Schritt: Berechnung des Wertes h,,

Um h, zu berechnen wird erneut die Eigenschaft

f(x + h) = f(x) - a" verwendet. Achte hier auf die Reihenfolge!
Durch Einsetzen und Umformen, kann h(0) ermittelt werden.
Runde hier auf Ganze, da in der Angabe auch auf Ganze gerundet ist.

h(0) = 133945 gibt die Kubikmeter an Holz im Jahr 2000 an.

3.Schritt: Wachstumsgesetz aufstellen
Aus der Angabe wissen wir, dass das Wachstumsgesetz in der Form

h(5) = 150 000
h(10) = 168 000

h(10) = h(5) - a°

168 000 = 150 000 - a®
s _ 168000
"~ 150000

_ 5[168000
~ /150000

a=1,0229

h(5) = h(0) - a®
150 000 = h(0) - 1,0229°
150 000 _ h(O)

1,02295

h(0) ~ 133945

Es gilt:
h(t) = hO " at

h(t) = hy - at verlangt wird. Durch Einsetzen der zuvor berechneten Werte

fir hy und a kann das Wachstumsgesetz angeschrieben werden.

Wachstumsgesetz:
h(t) =133 945-1,0229¢

Ermittlung von Zeiten im Exponenten

Musterbeispiel:

Eine Bakterienkultur wachst stiindlich um 80%. Zu Beginn besteht sie aus 800 Bakterien.

Ermittle wann sich die Zahl der Bakterien verzehnfacht hat!

1.Schritt: Aufstellen des Wachstumsgesetztes
Da sich die Bakterien stiindlich um 80% vermehren, muss pro Stunde

mit dem Faktor 1,80 multipliziert werden. Damit gilt fir den Parameter

a = 1,80 (Erkldrung: 100% + 80% = 180% = ~= = 1,80)

100
Da zu Beginn 800 Bakterien vorhanden sind, gilt: N, = 800

2.Schritt: Ermittlung der Zeit t, wann sich die Bakterienzahl
verzehnfacht hat - Hochzahl t ist gesucht — Logarithmus muss
verwendet werden

Zu Beginn sind 800 Bakterien. Werden diese verzehnfacht, dann sind
10 - 800 Bakterien vorhanden— N(t) = 10 - 800

Um nun den gesuchten Zeitpunkt zu ermitteln, muss 10 - 800 gleich
dem Wachstumsgesetz gestellt werden und daraus die Zeit t ermittelt
werden.

Man erkennt also, dass die Zeit unabhangig von der Anfangszahl der
Bakterien ist und nur von dem Wachstumsfaktor a abhangt!

Es gilt:
N(t) = Ny at

Wachstumsgesetz:
N(t) =800-1,80"

N(t) =8000 wund
N(t) = 800 - 1,80¢
10-800 = 800 - 1,80¢ [: 800
10 = 1,80¢ | log
log(10) = log(1,80%)

log(10) =t -1log(1,80) |
log(1,80)

__ log(10)
~ log(1,80)

t=~3,92h




2. Interviewanalyse

Die Lehrerin, die diese Einheit unterrichtet, hat mehr als 30 Jahre Lehrerfahrung. Ihr zweites Fach ist
Geografie. Sie hat keine spezielle Aus- oder Weiterbildung zum Unterrichten in multikulturellen Klassen
erhalten.

Die Lehrerin dufSerte sich insbesondere zu der motivierenden Wirkung, die diese Unterrichtseinheit auf die
Schiiler*innen hatte. Sie beschrieb die Schiler*innen in dieser Klasse als ,nicht wirklich motiviert”, und dies
war auch in den ersten Minuten der Unterrichtsstunde deutlich zu erkennen, als das Verhalten der
Schiler*innen (offenbar nicht zum ersten Mal) besprochen wurde. Wahrend der Einflihrung in das Thema
und der Prasentation der Musteraufgabe schien sich die Motivation nicht wesentlich zu verbessern. Sobald
die Schiler*innen jedoch die Arbeitsblatter erhielten und mit der Bearbeitung der eigentlichen Aufgaben
begannen, stieg die Motivation erheblich, und die Schiiler*innen arbeiteten mit Begeisterung. Die Lehrerin
kommentierte, dass sie dariber Gberrascht war, und vermutete, dass der Kontext der Einheit und die
Realitat der Aufgaben dafilr verantwortlich waren.

Die Lehrerin erwdhnte, dass diese Einheit eine gute Wiederholung der Exponentialfunktionen war, um die
Schiler*innen besser auf die Matura vorzubereiten. Sie merkte an, dass die Schiler*innen sich
wahrscheinlich nicht so sehr mit dem Thema beschaftigt hatten, wenn sie nur die Gleichungen wiederholt
oder den ,Standardkontext” des radioaktiven Zerfalls verwendet hatte.



3. Verbesserungsvorschlage

Die Lehrerin empfahl keine konkreten Anderungen. Sie merkte lediglich an, dass vielleicht die Teilaufgaben
a) und b) miteinander vertauscht werden kénnten, da die Berechnung der Punkte des Graphen
wahrscheinlich einfacher ist, wenn die Funktionsgleichung vorher aufgestellt wurde.





